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5.7 A Funcao Logaritmica Natural

Considere a curva dada pela funcao y = 1/x, apenas para valores tais que
x > 0. Para qualquer ntimero real a > 0, considere a regiao definida pelas

1 .
retasz=1ex =aeascurvas y > 0, y < —, como visto na figura 5.12.
T
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Figura 5.12: Representagao geométrica de In(a).

Para todo numero real a > 0 é possivel obter a area dessa regiao e, além
disso, quaisquer dois numeros diferentes produzem valores de areas diferentes.
Portanto, é possivel definir uma relacao entre todo nimero real a > 0 e a sua
area, denotado por In(a), como apresentado a seguir.

In: RY — R

a +~— lIn(a) (5:5)

Como a funcao f(x) = 1/ é positiva, segue que o célculo da area ra regiao
fica dada pelo cdlculo de integral definida, de 1 a a da fungao f(z) = 1/z,
que leva a seguinte defini¢ao.

Definicao 5.7.1 A funcao Logaritmica Natural é a funcao definida por
1
In(x) =/ —-dt, x> 0.
1t

Vamos a algumas propriedades importantes sobre esta funcao.

1. O valor de In(1) é obtido quando a = 1. Assim,
"1
In(1) = / —dt = 0.
1t

2. Se 0 < a <1 a érca ¢ definida de mancira oposta (visto que ¢ preciso
percorrer o eixo = da direita para a esquerda) e, por isto, tem-se que a
area ¢ indicada com o sinal negativo. Em outras palavras, se 0 < a < 1,

segue que
@] 1
In(a) = —dt = — —dt.
1 t a t
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A principal consequéncia da definicao de logaritmo estd relacionada com a
sua derivada, como visto a seguir.

1
Teorema 5.7.1 A derivada da funcao In(z), para x >0, € —.
x

Demonstracao: Como f é uma fungdo continua em [a, b}, é possivel apli-
car o primeiro teorema fundamental do calculo na definicao da funcao lo-

garitmica, ou seja:
1 1
D, (In(z)) = D, (/ —dt) = - (5.6)
1t T

g

Generalizando...
Teorema 5.7.2 Se u € uma funcao diferencidvel de x e u(x) > 0, entdo

1
D, (In(u)) = =D, (u).
u
Demonstragao: Aplicando a regra da cadeia e o primeiro teorema funda-
mental do calculo tem-se o resultado. U
Agora, vamos a alguns exemplos.
Exemplo 5.7.1 Encontre a derivada de cada uma das fungoes a sequir.
1. g(z) = In(2® + 6);
(x) = In(32% — 62 + 8);
3. g(x) =In(va +1);
(x) = In((42* + 3)(2x — 1)).

2. glx

g(x
Solucgao:

1. Tomando f(z) = x? + 6, segue que

1o, 1 2
(@) = 5= (0) = g0 +6) =
2. Tomando f(r) = 3z* — 6x + 8, segue que
Lo, 1 B ,  b6xr—6
da(g(2)) = mf () = 3x2——6:c+8(3x2 6248 = s rs
3. Tomando f(x) = In(v/z + 1), segue que
o, 1 ; 1 1 B
B 1
S 2(x+1)
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4. Tomando f(z) = (42% + 3)(2z — 1), segue que

1 1

di(9(2)) = —f'(z) = (422 + 3)(2x — 1)

f(2) (42 +3)(2z — 1)) =

247% — 8z + 6

1
— 8% — 42?4 62 — 3) = :
(82 T +62-3) (42?2 +3)(2z — 1)

(422 4 3)(2x — 1)

g

A seguir sao apresentados alguns resultados similares aos conhecidos para a
funcao logaritmica da algebra elementar.

Teorema 5.7.3 Se a e b sao numeros positivos quaisquer, entao
In(ab) = In(a) + In(b).

Demonstragao: Considere a fungao f(z) = In(az), com = > 0. Entéo,
1

f'(x) = —D,(ax) = —, ou seja, as funcoes In(z) e f(x) possuem a mesma
ax T

derivada. Logo, pelo Teorema 5.1.1 segue que In(az) = In(z) + K, onde K

¢ uma constante. Considerando x = 1, segue que In(a) = In(z1) + K = K.

Portanto, In(ax) = In(z) + In(a), para todo x. Considerando z = b, segue
que In(ab) = In(a) + In(b). O

Uma consequéncia desse resultado é apresentado no Corolério a seguir.

Corolario 5.7.1 Se a > 0 € um numero positivo qualquer e se r € Q, entao

In(a") = rn(a).

~ 1
Demonstracao: Tem-se que D,(In(2")) = — x D,(z") = L. Por outro
x’ x

lado, D, (rln(z)) = z Assim, pelo Teorema 5.1.1, segue que In(z") =
x

rin(z) + K, para todo x. Logo, considerando x = 1, segue que In (1") =
rin(l) + K =0=In(1")= K = K =0.
Portanto, In(a™) = nln(a). d

Exemplo 5.7.2 Encontre a derivada de cada uma das fungoes a sequir.
1. f(&) = In((2z — 1)%);
2. f(z) =In(y/(322 — 42 + 6)).

Solugao:

1. Tem-se que f(z) = In((2z—1)3) = 3In(2z—1), logo f'(z) = 3

1y =
20 —1°

2_
AT
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2. Tem-se que f(z) = In(y/(322 — 4z + 6)) = In((32% — 4z + 6)/2) =
1
3 In(32% — 4z + 6). Assim,

1
322 —4x 4+ 6

6x — 4 3xr — 2
32°—4246)" = — :
B =40 = e 7 6) 3 — 4w 6

fa) =3
U

Corolério 5.7.2 Se a > 0 entdo In(1/a) = —In(a).
Demonstragao: Tem-se que:

0=1In(1) =In(a/a) =In(1/axa) =In(1/a) + In(a) = In(1/a) = —In(a).

O
Corolario 5.7.3 Se a,b > 0 entdo In(a/b) = In(a) — In(b).
Demonstragao: De fato, tem-se que
In(a) = In(a/b*b) =In(a/b) + In(b) = In(a/b) = In(a) — In(b).
O

E possivel utilizar o processo chamado de “Diferenciacao Logaritmica” para
encontrar a derivada de funcgoes, quando a equacao é complexa. Veja o
exemplo a seguir.

3
v 1
Exemplo 5.7.3 Encontre %, sendo y = Tt )
(z+2)Va+3
Solucao: Tem-se que
va+1 |vVx + 1]

ly| =

(x+2h@+3’:Kx+2m¢x+$'

Aplicando o logaritmo natural nos dois lados da igualdade, tem-se:

B |3$+1| B 5 (e o - B
i) = (A} = T -2 =

= = in(la 4+ 1)) = In(|(@ + 2))) — 3 In(z +3).

Logo, derivando em relacao a x os dois lados da igualdade, segue que:

1dy

(z+2) — =

1
1) —
(@ +1) 2243

1 !/
yde 3x+1 x+2 (z+3) =

1 B 1 B 1 N
3z+1) z+2 2(x+3)
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() (b )
dx (z+2)Vxr+3 x+1) x4+2 2x+3)

Il
Sobre a construcao do gréfico da fungao logaritmica: sendo f(z) = In(x),
tem-se que f'(z) = = > 0, para todo z > 0, ou seja, a funcao logaritmica

é crescente para todo z > 0. Além disso, segue que f é continua para todo
x > 0, visto que ela é diferenciavel em todos os pontos x > 0.

'z —1(z) -1
Tem-se ainda que f"(z) = (f'(x)) = M =—
x > 0. Dessa forma, o grafico da funcao f é concavo para todo = > 0. Um

esboco do gréfico da funcgao logaritmica natural fica dado pela Figura 5.13.

< 0, para todo

Jx) = In(x)

Figura 5.13: Esbogo do gréfico da fungao f(x) = In(z).

Teorema 5.7.4
1
—du = In|u| + c.
U

Demonstragao: Imediato da defini¢ao e do primeiro teorema fundamental
do calculo. O

Exemplo 5.7.4 Calcule cada uma das integrais a sequir.

2
x
1. dx;
/333-1—1%
2
2
2./:1:—1— dx;
z+1

3. [ tan(z);

Solucgao:
1. Considere u = 2% + 1. Entao, tem-se que du = 3z%du e, consequente-
du 9 .
mente, segue que 5 =7 dx. Assim,

x? 1 1du 1 1 1
dr = 2y = [ =2 [ Zgu =21 K
/:ﬂ3+1$ x3+1(x z) /uS 3/uu 3n(|u|)—i— =

2 3
:/ x dx:ln(h: +1|)+/€.

3+ 1 3
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2?2+ 2
2. Usando divisao de polinomios, segue que T x
%+ 2
dr = r—1+ xdr — [ dx+3
r+1 $+1

Chamando u = x+1, segue que du = dz e, consequentemente, / n
x

1
/—du = In(|u|) + k& = In(|z + 1|) + k. Portanto,
u

x4+ 2 z?
= — — 1 k
/erldx 5 r+3In(lz+1|) +

sen(x)

os(z)

du = —sen(x)dx e, assim:

/ fan(z) — / CO:@)(—sen(:p)dm’) __ / =~ In(ful) + c =

= —In(| cos(x)|) + k = In(| cos(x)| ') + &k = In(| sec(x)|) + k.

3. Tem-se que tan(z) = Assim, chamando u = cos(z), segue que

g

Algumas integrais trigonométricas podem ser observadas no resultado a se-
guir.

Teorema 5.7.5 1. [tan(u) = In(]sec(u)|) + k;
2. [cot(u) = In(|sen(u)]) + k;
3. [sec(u) = In(] sec(u) + tan(u)|) + k;

4. [ cossec(u) = In(|cossec(u) — cot(u)|) + k;

5.8 Exercicios

Exercicio 5.8.1 Encontre a derivada de cada uma das fungoes a sequir.

(a) y=In(jz°+1]); (b) y=1In(lcosBz)]); (c)y = In(|tg(4x)+sec(4x)|);

3z
@y )

2+4
(8) f(z) = I(l4+52]);  (h) f(w) = In(V4+52); (i) f() = In(3i+1)*;
() SO =W*@Bt+1); (k) g(y) =In(|sen(5y)); (1) f(x) = cos (In(x)).

Exercicio 5.8.2 Calcule cada uma das integrais a sequir.

3x Cos
(b)/aj2+4dx P (d )/1+286n b

) (€) y = In(ja2(a2— 1Y (e +2)); (F) () =
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(e) /cotg 5x) + cossec(bx)dx; (f)/ 21; dx; (2) /a:ln

Cos — 3sen(2r) In? 33:
()/1+2sen at; ()/ cos(2x) dx, ()/

Exercicio 5.8.3 Fac¢a um esbogo do grdfico da fungao f(x) = |In(z)|.

Exercicio 5.8.4 Determine uma equacao da reta tangente ao grdfico da
curva y = 2% + In(2x — 5) no ponto do grifico de abscissa 3.

T

Exercicio 5.8.5 Ache a drea da regiao limitada pela curva y = ———,
202 44

pelo eizo x, pelo eizo y e pela reta x = 4.
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